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Abstrak
Plket biplol sebagai alat eksplomi dan \' isualisasi data pcubah ganda
dikembanghn deogan leknik pcmrograman fungsional MalMmalica
berbasis GUI (Graphk:#/ Uur Ink rjaul. PU et ini dap lt digunakan until],;,
melakukan d sp knsi data JlCubah pnda. .. it; tanpa pencilan m.lupuD
denpn pcncilan . Ana/isis biplol: biasl. unluk bsus datil Wlpt. pencilan
rnmuunak.ln penglll'1 lan DiJai singlilar nI8triks 4allI dmgan DOmII L).
Kdanpan biplot kehr unN" Usus matrib dara yang menpndung
penc:ilan dilakukan dengan memberihll. bobol~ SC1iap buis mlttiks
data dengan pcndupan-M kckat . J(oafilunsi peubah-objck dilampilkan
di daJam ruang dua dimmsi pada bcrblpi koo:rlSlen a e [0. I] yang dapal
diubl.h~ inren.krif, disenai alr.uran kncslMlil" mllOl.! peOOeUlVI,.
dan~.i basi l kOmpl.lw i Ilumenk lIinn).. . lIustnsi numcrik d ibcrikan
unNk melihal .....p'lan ..cd.... jtnis biplol: )'ani dih si lkan.
KU. hlld : biplot, biplor "ehr. ptnllll'1 iron Ili l. i singular, pcndupan-M.
petr\fOInmaR fUnp ional.
Pengantar
Metode biplol memegang peranan penting sebagai sueur teknik eksplorasi data peubah ganda yang
dapat memvisualisasikan secere serempak n bans objek dan p kolom peubah suatu matriks data ke
dalam suat u ruang berdimensi rendah (Hardie dan Simer, 2003). Dalam grafik biplot, vektor-vektor
baris yang mewakili objek ditumpangtindihkan dengan vekror-vekto r kcl om yang mewakili peubah
sehingga dimungkinkan untuk memperoleh informasi lentang: i) kedekatan antar objek., ii) keraga-
man dan koretesl antar peubah, maupun iii) keterkaitan antara objek dan peubah.
Sebagai alai peraga data peubah ganda yang praktts, impleme ntasi metode ini terus dikembangkan.
lipkovich dan Smith (200 2) menerapkan metode ini dalam kaitan dengan anal isis stalisl ika peubah
ganda seperti Analisis Komponen Utama, Analisis Korespondensi. Pensk.alaan Multidimensional.
Biplot biasa dengan sistem perintah juga telah diinlegnsikan ke dalam beberepa program paket
Stat istika seperti SAS. R., Stata. Sejalan dengan makin beR:embangnya tekn ik komputasi dengan
sistem a1jabar kamptner (SAK), biplot (b iasa) telah diimplementas iken ke dalam SAK Mathematica
dengan output berupa fungsi perintah disenai beberapa opsi (Kutha dan Siswadi. 2005 ). Sistem
perintah seperti ini dapat menyulilkan pengguna secara umum kerene banyaknya perintah dan opsi-
opsi yang mesti diingat. Pada tulisan ini dibahas implementasi metcde biplo1 biasa dan keker dengan





Misa lkan sebuah matriks data X· terdiri alas n objek (sampel pengamalan) unruk masing-mesing p
peubah dan !akukan koreksi terhadap rataannya atau bakukan dalam hal peubah memilk i ukuran atau
skala berbeda, sehingga diperoleh matriks data terkoreksi X. Pada kasus umum atau tanpa pendIan.
visualisasi ke-n objek dan p peubah matriks data X' secara serempak pada ruang berdimensi rendah
(umumnya 2) dapat dilakukan dengan rnetode biplot biasa. Metode ini didasa rkan pada peminimu-
man j umlah kuadrat terkecil
(I)
Solusi dari masalah peminimuman ini dapat dinyatakan sebagai pengura ian nila i singular (PNS) dari
matriks data X dengan pangkat r s p s n (Gabriel, 1971).
X =UAV' (2)
dengan U(nxr) dan V (p xr) merupakan matriks ortononnal kolom (U' U = V' \' = I, ) dan
A('Xr)= dia~.J'I;"""• ..f"A;• ...•~) yang bersifat ~~...rr; 'Z. ••• 'Z..f;;. Unsur
It . ; = I, 2, ...• r adalah nilai eigen X' X atau XX', dan F disebut nilai singular [Mardia et al.,
1979). Matriks V adalah matriks yang kolom-kotomnya terd iri atas vektor-vektor eigen Vi yang
berpadanan dengan nilai eigen At dari matriks X'X. Kolom-kolom matriks V terdi ri etas vektor-
vektor eigen yang berpadanan dengan nilai-nilai eigen matriks XX',
V : (Xv,/..r;::.XVl/ ,r,:;, ....xv,/ -fi;)
Definisikan A" = dia~[A(. [A( J'i:"} a e[O, IJ. dan misalkan G = VA". II =VA1-u
mala (2) dapat dituliskan menjadi
X = V A V'
= (V ""J(" ,- V') (3)
= G il '
Dengan demikian unsur ke-(I. j) dari matriks data X (nx p ) dapat dinyatakan sebagai
zlJ =C,' bJ (4)
dengan g' /. I:=; J, 2, •. _, n, dan h' j . } = I, 2, .. .• p ben urut-turut adalah vektor-vektcr bans matriks
G dan H masing-mas ing dengan r unsur (Jolliffe. 2002). Di sini, n baris dari G berkaitan dengan
baris-baris dari X. dan p bans dari H berhubungan dengan kolom -kolcm dari matriks X.
Pnsamaan (4) juga bermakna bahw a nilai x,diwakili c teh proye ksi c; pada h j ' Nilai Xij bertanda
positif(nitai pengamatan semula, X; > nilai rataan ;;) bilasudut antara vektor ~ dan hJ , s e (0.11/2 ).
dan bertanda negatif (nilai x;. < nilai rataan x;) bila Be (11 /2, 11']. Nilai 'Kq mendekati nol (nilai
pengamatan semute, Xi mendekati rataan i;) bila c; dan h j saling ortogonal. Jad i. pos isi relatiftitik-
titik CI dan bJ pada biplot alan memberikan infonnasi tentan g besantn objek ke-r pada peubah ke-)
(Kutha dan Siswadi , 2005 ).
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Untuk r : 2, matriks data X dapat digambarkan secara pasti pada ruang berdimensi dua. Bila r >2
dan matriks data X ingin digambarkan pada ruang berdimensi }( < r. dapal dilakukan suatu pen-
dekatan terbaik dengan suatu matrik s berpangkat i (umum nyai:2). Dalam hal ini, X pada per-
samaan (3) didekali dengan
(5)
• a = 0 (biplot Gil)
Pemilihan a: 0 pada (3) berakibat X ' X: (n - I )S, dengan S menyatakan malriks ragam-koragam
S. Ini berart i bahwa panj ang vektor h) pada biplot menggambarkan keragaman I.). nilai kosin us
sudut antara hi dan h) merepresentasikan korelasi anwa peubah I., dan 1.)- Hallainnya, dari vektor-
vektcr Co dapat ditunjuldan bahwa jarak Euclid antara &t' dan Vo) pada biplot sebanding dengan jarak
Mah alanobis antara vekior I. , dan I.J (Jolliffe, 2002 ).
• a = I (biplol JK)
Jika a : I pada(3) maka G : A, H : V. Akibatnya XX ' : GG'. Pada kasus ini, j arak Euclid antara
C, dan Vo j pada biplotjuga menggambarkanjarak Euclid antara I., dan I. ) .
• a = 0.5 (biplot simetl'"ik)
Dengan mengambil a '" 0.5 pada (3), interpretasi seperti pada bipiot GH dan 1K t idak berlaku,
namun posisi relatif g, dan Cj pada biplot masih mencerminkan inform asi tentan g besaran objek ke-i
pada peubab ke-j (Xij : c,' hj )' Bent uk plot yang dihasilk an berada di antara biplot GH dan JH
karena pemberian bobot/skala yang se imbang antara koordinat-koordinat g, dan hJ (Lipkovich dan
Smith,2oo2).
S iplot Kekar
Biplot biasa sensit if teThadap keberadaan data peocilan sehingga disarankan menggunakan metode
lain yang lebih tahan terha dap data pene ilan. BipkJt kekar (robwt) di sini dipercleh dengan mem-
berikan bobot pada baris matriks data . Makin ekstrem tingkat pend lan sebuah titik data, makin kecil
hobo t yang diberikan (Daigle and Rivest , 2002). Dengan dem ikian, masalah peminimuman ( I)
menjadi
(6)
Nilai pembobot baris ke-i, WIt diperoleh melalu i proses iterari f sistem persamaan taklinear berikut
(Maronna. 1916).
•L::{;; ( I.< - p HI., - p )' : I
~ I
1>((1, - p l ' ~1 (1, - p )')
w,:





itdani: didcfinisikan sebagai rataan kekar dan matriks koragam kekar. Fungsi h mcrupakan fungsi
pembobot yang bersifat menurun pada (0.00) dan C suatu kcnstanta penormalan. Proses itcratif
tersebut mcrupakan pendugaan-AJpeubah ganda vektce Iokasi II dan rnatriks sebaran 1:. Pada proses
ini rataan dan koragam dibobcti dcngan bobot pada masjng-masing titik data bergantung pada jarak
terhadap lokasi pcndugaan.
Dalam hal ini digunakan fungsi pembobot Huber
( 10)
yang akan menurunkan bobot sebuah titik data yang jarak Mahalanobisnya kc penduga pusat lebih
besar dari p-.J;12. Konstanta penormalan C dipilih untuk membuat pendugaan-ef dati matriks
sebaran i: scbagai penduga kcnsisten dari matriks koragam bila contoh diambil dari populasi p-
peubah normal. Untuk fungsi h yang dipilih pada (10), i mcmenuhi sifat ini bila
( 11)
(Maronna, 1976).
Setelah diperoleh matriks diagonal W berukuran nx n dengan
masaJah pcminimuman(6) dapat dinyatakan sebagai PNS dari
W in x :: U'" 1\"'(V"')'
unsur diagonal ureme ...... solusi
( 12)
(Jolliffe. 2002). dengan UW(nx r ) dan V"(p xr) merupeken marriks ortononnal kclom dan
I\" (r xr) :: diag{{if. ..JAi' . .... R ) yang bcrsifat .[if 2: ~Ai' 2: ' " 2: ..J ,\~ . Unsur
~'" • i = I. 2• •..• r adalah nilai eigen pendugaan-M dari rnatriks koragam kekar :t. dan V'" adalah
matriks vektor-vektor eigen dari :t.
Oi sini X adalah matriks data yang telah terkoreksi tcrhadap mediannya. Dalam hal peubah memiliki
ukuran atau skala bctbeda, dilakukan pembakuan dengan matriks diagonal V yang merupakan invers
dari metriks ragam kekar, l I EU'
Peminimuman X menghasilkan
x= w in u; 1\; vr (13)
dengan U; dan V; diambil dari k kolom pcrtama matriks U'" dan V"'. 1\; adalah matriks diagonal
berunsur k nilai singular pcrtama. Scpcrti pada (3), misalkan G . (W Ill U; I\;"'~
dan H :: V; I\~ I_. maka sclanjutnya dapat dikonstruksi biplot kekar dengan bcrbagai nilai a e [0. IJ
(Daigle and Rivest, 2002).
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Ukuran Kesesuaian Bipl ot
Gabriel (2002) memberikaa berbegai ukuran kesesuaian (GF, goodness of fi/) antara suatu marriks
dengan matriks pendekatannya dalam anaIisis biplot . Matriks data X didekati den gan maui ks Gil ',
koragam dan korelasl antar peubah X'X didekati dengan 111I', kemiripan objek XX' didekati dengan
GG '. Makin besar {mendekati 100%) koefisien GF, makin sesuai matriks pendekatannya merepre sen-
tasikan matriks awelny e, dan karenanya Makin layak hasil analisis biplot digunakan untuk penarikan
kesimpulan.
Bentuk ukuran pendekatan yang digunakan adalah sebagai berikut:
"'(X'CII ')
I. Keses uaian data : GF (X, GH ') :: -::c::-::=::-:::'::=
nj X' X)njIl C' CII1
tr2(X' XIIII' )
2. Kesesuaian peubah : GF (X'X, 1111 ') = ------'---
tr(X ' XX ') tr(HU ' 111I ')
"'(XX'CC ')
3. Kesesuaian peubah : GF (XX ', GG ') = ====---,-=-===





Sistem aljabar kc mputer Mathemalica sangat anda l da lam pemrograman fungsiona l yang meng-
hasilkan program yang ringkas dengan waktu eksekusi yang lebih cepat dibandingkan pemrograman
prosed ural. Pemrograman fungsional pada Mathematica dicirikan dengan proses pemetaan fungsi
terhadap suatu list (kumpulan ekspresi, data) dengan menggunakan fungsi-fungsi dasar seperti Map,
App ly , Nest. Fixe d Poi n t . Dimulai dati ...ersl 6, MatM malica menyediakan perintah
Manipulate yang efisien dalam menwisualisasikan suatu perintah fungsi secara interakt if
(Ruuskeepaa, 20(9). Fasil itas ini digunakan untuk mengimplementasikan biploeblasa dan kekar .
PNS suatu matriks data m dilak ukan dengan menggunakan fungs i S i ngu l a rValueDe compos i ·,
tion (m) . Fungsi SVD2 [ m } dibuat untuk rnemodifi kasl fungsi S ingularValueDecornposi \
tion [m ] dengan penyesuaian tanda bagi vektor-vekto r eige nnya sehingga menghasilkan plot yang
lebih mudah penginlerprttasiannYL
Fungsi muSigmaWe igh t[ m, iter ) menghasilkan pendugaan kekar-M pada biplot kekar bag i
rataan kek.ar P. koragam kekar i. dan pemboboc wmelaJui proses iterasi dengan perintah
FixedPoint dengan nilai . wal Po :: Mean[X), Too ::eo...ariance[X), dan "'0 menggunakan fungsi
pembobot Huber dengan p :::Med ian[XJ dan Too = eovariance{Xl pada (9). Proses iteras i ini berhenti
setelah paling banyak terjad i iter kali.
Nilai koefisien a E [0, IJ dapat diatur dengan menggeser slidemya. Dalam kasus tampilan vektor-
vektor peubah kurang se imbang (terlalu panjanglpendek) terhadap posisi objek, slider s tre chH
dapat digunakan untuk mengatumya. Kotak eentang St andard ize (Robus t S t andar d ize )
dapat ditandai pada lasus peubah .peubah perlu dibakukan karena tidek memiliki ukuran .tau skala
yangsamL
Plot yang dihasi lkan berupa tebaran koord inal objek yang ditumpangtindihkan dengan plot vektor
peubah berupa gari s lurus berarah ditampilkan pada tab Biplot . Tab Numeric s menampi lkan keluaran
kcmputest numerik. Hasil komputasi numerik juga dapat ditampilk an dalam set untuk keperluan




• Berikut adalah fungsi untuk membangkitkanmatriks data 11 x p penambahanlpengurangan
bilangan acak dengan sebarannormal
g enerateData[n_, p_l IC
Module[ { ~ .l . 0 = Rlln g e [-Floor [ (n ) 12] . Floor[ (n-l ) 1 2 J ] ,
f3 " Range ( - Floo r [ (p) I 2). Floo r ( (p - 1 ) I 2] ] } •
Table [", . a [ ( i J) +11[[j}] +
RandomReal[NormalDist ribut ion(O.O. 12S AO. 5J) .
{t . Length[a]). (j. Lengtb[f3)}]
• Dibangldtkanmatriksdata IOx 5
mat . g enerate Data rlO, 51 1/ N, mat II MatrixForm
-6 .34958
- 5 .28709






1. 7 5 281




- 4. 04 6 9 8
- 2 . 8 2 0 5 1
-2 .53895






- 4 . 5 9 5 54
- 3 . 2 77 5 8










- 1. 4 2 31 7
0. 3 6 6 8 6 2
1 .2 7 6 8 3
1. 3 2 56 2
2 .8765
3 .81136
4 . 6 6366
5.81178
-1 . 8 0 9 3 2
-1.4 6 534
- 0 . 02535 92
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Bipl ol kekar
WeightedBiplot [mat]
X ", (U L" )(L· 2 V ') = G H '
OJ
uoror j NUU£R!C 1_:-:-_:- _
S;.mrutric KobuS!: B" (Gf ,. 99 ."~. 1
ll.obll ll Shn~rdIU t:I
OIIjnl ", I.olld A;;1';;; ';I1~ -­
V. n. t>tH l fb rl "oI.uI Oftol.lC
".,.(I~IO 11 ..I
SW! (N1 0- ,, 1
"l _ l _ ol ~
cl _ Ol [J
n ----j}- - , . ,



















Tampak bahwe kedua bip lot menghasi lkan konfiguf35i peubah-objck yang berbeda. Pada biplot
biasa pcubah vz hampir berimpit dengan pecbeh v) . Ini berbeda pada tampiJan biplot kekar. kerena
adanya pcmbobotan yang d iberikan pada mas ing-masing objek.
Bcrikut adalah basil iteres i bagi rataan keker p,koragam kekar i. dan pcmbobot oW. Perflatikan objek
pencilan bari s ke- IO mcndapat bobot terkecil.
- 1 . 3 6 2 7 6
- 0. 55 2 Sl 4 7
0 . 3 6 420 1
1. 3943 4
2 . 356U
20 .7482 lSl .l468 20 .9141 19 .6 0 77 18 .U5
19 .34 68 11 .5064 19 . 669 2 18 . 3 2 08 17 .3829
2 0 . 91 41 19 .6 692 21.563 3 19 .8223 18 .84
19 .6 077 11 .3 2 08 19 . 822 3 18 .8 214 17 . 6 6 55
18 . U5 17 .38 2 9 18 .84 1 7 . 66 5 5 16 . 827 2
0. 2 07 43 5
0 .2i Sl33
0. 2 02 83 3
0 .266 032
0 . 2 560 8 7
0 . 327426
0 .214879
0 . 2 5 49 94
0 . 3 0 9 6 2 3
0 . 174 725
.. KUTHA ARDANA, SISWAD!
Sirnpulan dan Saran
Metode biplot biasa dan biplot kekar tclah diimpleme ntasikan ke dalam paket sistem aljabar
kemputer Mathematica dengan teknik pemrograman fungsicna l berba sis GU I. Biplol blase
cocok untuk eksplorasi data peubah ganda tanpa pencilan, sedangkan biplot kekar yang menggu·
nakan pendekatan matriks koragam keka.r cocok untuk kasus eksplorasi peubah ganda yang
mengandung pencilan. Disarakan unruk membandingkan berbagai kriteria kekekaran untuk
dapat rnemilih metode blplct kekar yang tepat.
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